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Abstract. We derive a classification of special Weingarten rotation surfaces of min- 
imal type in Euclidean space. We prove existence and uniqueness, and we give a 
necessary and sufficient condition to have a complete surface. Futhermore, we prove 
that under some further simple condition there is a 1- parameter family of complete 
special surfaces with the same geometrical behaviour as the minimal catenoids family. 
We remark that there is in our context of special Weingarten minimal type surfaces 
related " half space theorem", of Hoffman and Meeks, and "Bernstein theorem". 

I n t r o d u c t i o n  

Dans  ce d o c u m e n t  on considSre des surfaces M de classe C 2 dans  R 3 

orient~es pa r  un  c h a m p  de vec teurs  no rma l  uni ta i re  N dont  la courbure  

moyenne  H = H ( N )  et la courbure  de Gauss  K sat isfont  une  re la t ion  

de W e i n g a r t e n  de la forme : 

H = f ( H  2 - K) .  (1) 

Darts la re la t ion (1) f est une  fonct ion  cont inue  sur l ' interval le  [0, oc[ et 

de classe C 1 sur ]0, oc[ v6rifiant : 

Vt E]0, ocE, 4t( f ' ( t ) )  2 < 1 et l iminf(4t( f ' ( t ) )  2) < 1. (2) 
t-+o 

On  dira  que f est el l iptique s i f  sat isfai t  l ' in6galit6 diff6rentielle 

(2). Si une surface M satisfai t  la re la t ion (1) oh f est une fonet ion  

ell iptique nous  dirons que M est une  surface de W e i n g a r t e n  spdciale 
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(plus simplement une surface sp6ciale). H.Hopf [8], S.S.Chern [3] et 

R.Bryant  [2] ont d6jg 6tudi6 ces surfaces. De plus H.Rosenberg et R.Sa 

Earp ont donn6 dans [11] une d6finition diff6rente de surface spdeiale: 

plus pr6cis6ment ils requi6rent la propri6t6 de "height estimates" pour 

M afin d '6tendre certains r6sultats de la th6orie g6om6trique des surfaces 

de courbure moyenne constante non nulle 5 ces surfaces de Weingarten. 

Pour ce travail nous n'avons pas besoin de cette hypoth6se. 

On remarque qne la condition f elliptique entraine qu'une surface 

sp6ciale M est une surface elliptique, i.e. si on consid~re M comme un 

graphe local donn6 par une fonction u, l '6quation diff6rentielle partielle 

de deuxi~me ordre sur u induite par (1) est une 6quation elliptique. 

En fait la condition d'ellipticit6 est pr6cis6ment l ' in6quation : 

4(H 2 - K ) ( f ' ( H  2 - K)) 2 < 1, 

sur M, voir [1] et [11]. Cette condition est 6quivalente au fait que 

l 'op6rateur lin6aris6 L / d e  l '6quation (1) est elliptique [11]. Ceci entraine 

que les surfaces sp6ciales satisfont le principe du maximum suivant (tout 

comme les surfaces minimales ( f  - 0) et les surfaces 5 courbure moyenne 

constante ( f  - c)), d6montr6 par F.Brito et le premier auteur  dans 

[1]: Consid6rons deux surfaces M1 et M2 tangentes en un point p a v e c  

M1 au-dessus de M2 dans un voisinage de p (o/1 prSs de p, M1 et M2 

sont rues  comme un graphe par rapport  g leur plan tangent  en p). 

Supposons que M1 et M2 v6rifient la relation (1) avec f elliptique, c'est 

g dire que M1 et 3//2 sont des surfaces sp6ciales pour la m6me fonetion 

elliptique f et par rapport  g la m~me orientation normale N, nous aurons 

alors M1 = M2 dans un voisinage de p. Les surfaces sp6ciales satisfont 

6galement le principe du maximum 5 bord dont l'6nonc6 est analogue 

au pr6c6dent. 

Si f(0) = 0 nous remarquons qu 'un plan est une surface sp6ciale (i.e. 

satisfait les conditions (1) et (2)). En supposant 6galement f(0) = 0 on 

note imm6diatement  certaines analogies entre les surfaces sp6ciales et les 

surfaces minimales: La courbure de Gauss K est toujours n6gative, K _< 

0, et si de plus f est de classe C 2 sur [0, +oc[, les z6ros de K sont isol6s. 

La premiere affirmation d6coule directement du principe du maximum 

en faisant la comparaison de M e n  un point p tel que K(p) > 0 avec le 
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plan tangent de M en p. La deuxiOme affirmation est une cons6quence de 

la condition (2) et du fait que les points ombiliques d'une surface sp6ciale 

sont isol6s (voir [2], [3] et [8]): en effet, si f est elliptique on d~duit que 

t = 0 est l 'unique solution des ~quations t - f ( t  2) = 0 et t + f ( t  2) = 0 en' 

supposant f(0) = 0, eeci entraine que si l 'une des courbures principales 

de M e n  p est nulle l 'autre eourbure doit 6galement &re nulle. Nous 

d~duisons 6galement de la premiere affirmation qu'il n'existe pas de 

surface sp~ciale M dans R 3 avec f(0) -- 0 compacte et sans bord. Plus 

g6nSralement M est contenue dans l 'enveloppe convexe de sou bord si 

l 'on suppose M compacte.  

En tenant  compte de ces analogies, nous dirons qu'une surface M 

v~rifiant (1) avec f(0) = 0 et f elliptique est une surface sp~ciale de type 

minimal. Cette notion a d6j/~ 6t~ introduite dans [11]. Si de plus M est 

une surface de r~volution nous dirons que M est une surface sp6ciale 

de type cat6noYde. Le premier auteur  et H.Rosenberg ont remarqu~ 

qu'une surface M parall~le ~ une eat~noYde est une surface sp$ciale de 

type cat6noide qui satisfait une relation de la forme a H  + K = 0 voir 

[11]. Egalement dans [11] les auteurs posent la question si le th~orgme 

de Bernstein est vrai pour les surfaces sp~ciales de type minimal. En 

fait on peut montrer  que l 'application de Gauss est quasi-conforme s i f  

v~rifie la condition plus stricte : 

Vt ~]0, co[, 4 t ( f ' ( t ) )  2 <_ c~ < 1, 

od c~ est une eonstante r6elle positive s tr ictement  inf~rieure g 1. Darts 

ces conditions L.Lima nous a signal~ qu 'un r~sultat de L.Simon [14] 

entraine le th~or~me de Bernstein. 

Notons que lorsque f(0) r 0 les spheres de courbure moyenne f(0) 

sont dans la classe de f (e'est a dire qu'elles v~rifient (1)). Pour cette 

raison nous dirons qu 'une surface v~rifiant (1) avec f(0) r 0 est une 

surface sp6ciale de type coubure moyenne constante. Ces surfaces ont St~ 

6tudi~es dans [11] o~ les auteurs appliquent le principe de comparaison 

avec les spheres pour obtenir des r~sultats globaux reliant la g6om6trie 

et la topologie des surfaces sp~eiales. Dans un travail qui suivra (voir 

la note [12]) les auteurs 6tudient 6galement ces surfaces et montrent  
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132  RICARDO SA EARP et ERIC TOUBIANA 

l'existence de deux familles de surfaces de r6volution, l'une est analogue 

aux ondoloides de Delaunay et l 'autre aux nodo'/des de Delaunay [5]. 

Notons ~galement que sous certaines conditions Fun des auteurs, R.Sa 

Earp, a donn~ avec F .  Braga Brito, une caract~risation des surfaces 

sp6ciales compactes de type courbure moyenne constante ayant pour 

bord un cercle, voir [1]. 

Les auteurs consid6rerons ult6rieurement les surfaces sp~ciales de 

l'espace hyperbolique 7@. 

Nous voudrions remercier F. Braga Brito pour les nombreuses dis- 

cussions fructueuses qui out contribuds ~ l'glaboration de ce travail. 

Dans ce document nous exposons les r6sultats suivants : Au thdor~- 

me 1 on montre l'existenee et l 'unicitd (~ une isomdtrie de R 3 pros) 

d'une famille ~ un param~tre rdel % de surfaces spdciales. Puis nous 

ddterminons le comportement gdomdtrique de ces surfaces lorsque f sat- 

isfait certaines conditions. Comme corollaire nous remarquons que le 

"Half-space theorem" de D.Hof fman et W.Meeks [7] est egalement vrai 

dans le cadre du thdor~me 1. Egalement nous montrerons (thdor~me 2) 

que sous certaines conditions sur f route surface spdciale de type catd- 

noi'de (pas forcdment complete) est ndcessairement une pattie de l'une 

des surfaces completes donndes par le thdor~me 1, puis nous donnerons 

des contre-exemples dans le cas or f ne satisfait pas ces conditions (re- 

marque 3). Plus 9dndralement au thdor~me 3 nous montrerons sous 

certaines hypotheses s u r f  qu'il existe des surfaces spdciales, relative- 

ment  h f ,  d bord dont la courbure de Gauss tend vers - o c  lorsque l'on 

s ' approche du bord. 

Existence et g6om~trie des surfaces sp6ciales de r6volution 
de type minimal 
Dans ce qui suit f d~signera toujours une fonction elliptique (voir Fin- 

troduction). Nous supposerons de plus que f(0) = 0. Nous poserons 

parfois quelques hypotheses suppl~mentaires s u r f  mais les propri6t~s 

prgc6dentes seront toujours v~rifi~es. 

Nous voulons maintenant montrer l'existence d'une famille de sur- 
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faces sp6ciales compl6tes de r4volution (i.e. de type cat6noi'de) pour 

route fonction elliptique f v6rifiant f(O) = O. 

L e m m e  1. Soit y : ]a, b[ --+ ]0, oc[ une fonct ion str ietement positive de 

classe C 2. Soit M la surface engendr6e par la rdvolution du 9raphe de 

y par rapport it l'axe des x. Soit H la courbure moyenne de M ealculde 

par rapport au champ de vecteurs normal N de M pointd en direction 

opposde it l'axe de r6volution, l'axe des x. 

Dans ces conditions M est une surface spdciale (i.e. vdrifiant H = 

f ( H  2 - K ) )  si et seulement si y vdrifie l'dquation diffdrentielle : 

I I  I I  

y 1 y ~1/2)1/2)2)" 
2(1 + y'2)3/2 2y(1 + y'2)1/2 = f((2(1 + y'2)3/2 + 2y(1 + (3) 

D ~ m o n s t r a t i o n :  I] est connu que les courbures principales AI(p) et 

A2(p) de M en un point p C M calcul6es par rapport  au champ normal 

N sont :  

AI(p) = k(p), et A2(P) - 
Y 

oh h(p) est la courbure du graphe de y au point p et cr est l 'angle que 

fair la tangente du graphe de y au point pavec l'axe des x. On conclut 

en utilisant les d6finitions de H et K. 

Nous pouvons maintenant montrer les r6sultats suivants : 

Th~or~me 1. Soit f une fonet ion elliptique avec f(O) = O. 

1) Soit > o r6el v ri a t (voir nemarque i-a)): 
a 

- < l i m  ( t  - f(?)) .  
T t--., +cx~ 

II existe une unique surface complete spdciale de rdvolution M r  (i.e. 

vdrifiant H = f ( H  2 - K )  oct H est ealculd avecla  m~me convention de 

signe qu'au lemme 1) dont le courbe gdndratrice est le graphe d'une fonc- 

tion y de classe C 3 convexe, s tr ictement  positive, ayant un m i n i m u m  

en 0 et symdtrique par rapport 5 l'axe des y, i.e. y vdrifie : 
! H 

y > O, y(O) = r: y (O) = O, y >0 ,  et y ( - x )  = y(x).  

2) Si de plus f est lipschitzienne en 0 la surface M~ n'est asymptote 

aucun plan vertical, i.e. la coordonnde x sur Mr  est une fonct ion propre. 
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Plus prdcisdment il existe une catdnoide C (dont l'axe de rdvolution est 

l'axe des x)  telle que au-dehors d'une pattie compacte M~ se trouve 

l'intdrieur de la composante de N 3 - C  contenant l'axe de rdvolution. 

3) Supposons enfin que f est positive ( f  > O) et vdrifie (voir remar- 

que l-b)) : 

lim (t -- f ( t2) )  = +ec .  

Dans ees conditions lorsque T tend vers 0 le graphe de y~ converge vers 

la demi-droite vertieale 

D 6 m o n s t r a t i o n :  1) Nous  allons const ru i re  une  solut ion locale y de 

l '6quat ion  (3) sat isfaisant  y(0) = ~-, y' (0) = 0 et d6finie sur un  intervalle 

de la forme I - x 1 ,  Xl[, Xl > 0. Puis  nous  mon t re rons  que  ee graphe  peu t  

se prolonger  en une courbe  complete ,  il sera  clair au  cours de la con- 

s t ruc t ion  que ce t te  eourbe  sera  un graphe  convexe,  posi t i f  et  sym6t r ique  

par  r appo r t  ~ l 'axe des y. Consid~rons la fonct ion F dSfinie par  

7 1 
3 ,  - 2(1 +/32)3/2 2a(1 +/32)1/2 

7 1 
-- f ( (2 (1  +/32)3/2 + 2a(1 +/32)1/2)2) ,  

off c~> 0, t i E R ,  7 E R .  

L '6qua t ion  (3) est 6quivalente  ~ : 

F t It 
( y , y , y  ) = 0 .  

D u  fait que f est e l l ipt ique nous  r emarquons  que : 

27 f ( (  )2) < 0. F < ,  0, o) - 

Nous  avons par  ailleurs : 

lim F(T, 0 ,7)  = 

(4) 

lira (t f ( t2) )  1 - - - - > 0 ,  
7 - ~ §  t~- t -oo  T 

l 'inSgalit~ provient  de l ' hypo thbse  sur  ~-. De plus l 'elliptieit6 de f assure  

que F (% 0, 7) est  une fonct ion s t r i c tement  croissante  de 7. Nous  con- 

cluons de ceci qu'i l  existe  un  unique r6el T . . . .  > 0 v6rifiant F(7, O, 7 ) = O. 

Ega lemen t  par  l 'ellipticit~ de f nous  savons que 

OF ,, 
) > o, 

a 7  
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de ce fair le th4or~me des fonctions implicites assure l 'existence d 'un 

voisinage U de (7, 0) dans R 2, d 'un voisinage V de r" dans R et d 'une 

unique fonction h de classe C 1 de U dans V v~rifiant : 

V(a, 5) E U, v? ~ v, F ( a ,  ~, ?) = o ~ ? = h(a,  5) 

et 

he-, 0) = z". 

Finalement la thdorie des 6quations diff6rentielles assure l 'existenee 

et l 'unicit6 d 'une fonction y de classe C a d6finie sur un intervalle 

] - x l , x l [ ,  xl  > 0, v~rifiant l '6quation diff6rentielle : 

y" = h(y,y')  avec y(O) = r et y'(O) = 0. (5) 

Par construction cette solution est 6galement solution de l '6quation (4) 

et nous remarquons que la fonetion z(x) = y ( - x )  d6finie sur]  - x l , x l [  

est 6galement solution de (4). Par unicit6 des solutions nous d6duisons 

que le graphe de p est sym6trique par rapport  g l 'axe des y. 

Remarquons que pour x C] - Xl,Xl[ nous avons y" > 0. En effet 

s'il existait x0 E l -  Xl,Xl[ avee y'(xo) = 0, l '6quation (a) donnerait  

t + f ( t  2) = 0, avec 
1 

t =  
2y(xo)(1 + y'2(xo))l/2' 

mais t = 0 est la seule solution de l '6quation prScddente (car f est 

elliptique). Nous concluons de ceci que y(xo) = oc ou que y'(x0) = oc ce 

qui est absurde car y est de classe 6 ,3 sur ] - X l ,  xl[. Nous d6duisons que 

y e t  y' sont des fonctions positives et strictement croissantes sur ]0, xl  [, 

de la sorte ces fonctions possSdent une limite, peut-~tre infinie, en Xl. 

Appelons Yl et Y'I ces limites : 

Yl = lira y(x), Y'I = lim y'(x). 
X--~X I X--~X 1 

Si Yl = +oc le graphe de y est complet ce qui terminerait  notre preuve 

(en fair nous montrerons plus loin que si f est lipschitzienne en 0 ce cas 

ne peut pas se produire). 
? 

Supposons doric que Yl < +oc. Nous a v o n s  Y l  < +cx) car sinon 

la surface sp6ciale engendr&e par la r6volution du graphe de y autour  
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de Faxe des x serait tangente et d'un cot~ du plan vertical {r = xl} , 

ce qui contredirait le principe du maximum 5 bord. Nous avons donc 
! 

0 < Y l < + c e e t  0 < Y l  < + e e "  
t 

Comme pr~c6demment, en utilisant le fait que F ( y l , y l , ~ / )  est une 

fonction str ictement croissante de % nous concluons qn'il existe un 
I I  I I I  

unique Yl > 0 v6rifiant F (y l ,  Yl, Yl) = 0. Finalement comme 

O F  , ,, 
07 (Yl, Yl, Yl) > 0 (car f est elliptique) 

nous pouvons utiliser le th5orbme des fonctions implicites, comme dans 

la premiere pat t ie  de la preuve, pour  prolonger y e n  une solution de (3) 

au-del& de Xl. 

I1 est maintenant  clair que si le graphe de y n'est  asympto te  & aucune 

droite verticale y peut  ~tre prolongSe en une solution de (3) d6finie sur 

R entier. De plus le graphe de y est sym~trique par rappor t  5 l 'axe 

des y e t  est une courbe convexe. L'unicit~ d 'une telle fonction v6rifiant 

y(0) = T et y'(0) = 0 d~coule imm~diatement du th~or~me fondamentale 

d'existence et d'unicit~ de solution des ~quations diff~rentielles. 

2) Supposons maintenant  que f est lipschitzienne en 0. Consid~rons 

y une fonction dont le graphe engendre l 'une des surfaces sp~ciales de 

rSvolution donn~es par la premiere partie du th5or~me 1. La fonction y 

est d6finie sur un intervalle de la forme ] - Xl, xl[, 0 < xt  <_ + ~  et nous 

avons : 

lim y ( x )  = + c o .  
X---+X 1 

Nous voulons montrer  que xl  --- + ~ .  Soient Al(x) et ),2(x) les deux 

courbures principales de M,  comme M est une surface sp~ciale nous 

a v o n s  : 

V z  - x l ,  z l [ ,  + - - = 0 .  
2 2 

I1 est clair que la courbure A2(x) tend vers 0 lorsque x tend vers x l  (volt 

le lemme 1) et en utilisant ]e fair que f est elliptique on peut  montrer  

que Al(x) dolt ~galement tendre vers 0, de ce fait 

lim /kl(X ) = lim )~2(x)= 0. 
X----+X 1 X ~ X ]  
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Par  hypoth6se il existe un r6el 

de 0 nous avons : 

f ( t )  

Nous d6duisons que pour  x proche 

-~1 + A2 < 2C(A1 

posit if  C > 0 tel que si t est proche 

< Ct. 

de Xl nous avons : 

- A2 J~2 < A1 - A2 
2 2 

ce qui nous donne A1 _< -3A2. En reportant  dans la premi[re in6galit6 

nous obtenons A1 _< -/X2 + A~2 2, oh A = 8C. Ce qui pr6e6de montre 

done qu'il existe une constante xo, xo < xl  v6rifiant : 

y" 1 A 
Vx Elz0, xl[, (1 + y,2)3/2 <- y(1 + y,2)1/2 + y2(1 + y,2)" 

En utilisant le fair que y' est positive nous pouvons montrer  qu'il existe 

deux r6els positifs, a, b > 0, tels que 

V x  C ] x 0 ,  X l  [, y(x)  < ae bz, 

L'in6galit6 pr6c6dente montre d6js que, pour x proche de xl ,  le graphe 

de y se trouve au-dessous du graphe d 'une exponentielle et done ne peut  

pas 6tre asympto te  s une droite verticale {x = Xl}. Nous concluons done 

que Xl = +oc et y est d6finie sur It{ entier. Egalement si d est un r6el 

sup&ieur s b, d > b, pour  x assez grand nous aurons 

1 
ce bz < ~ch(dx), 

ott ch(.) d6signe le cosinus hyperbolique. Nous concluons la preuve de 

la partie 2 du th6or~me en remarquant  que la r6volution du graphe de 

la fonction lch(dx),  qui est une cha~nette, par rappor t  h l 'axe des x est 

une cat6noide. 

3) Supposons enfin que f e s t  positive f > 0, et v6rifie 

lim (t - f ( t2))  = +oo. 
t--++oc 

Consid6rons pour chaque 9- > 0 la fonetion y~(x) v6rifiant y~-(0) = r,  
/ 

y~(0) = 0 et telle que la r6volution du graphe par rapport  g l 'axe des x 

donne la surface sp6ciale M~. Soit er(x) la fonetion : 

e~(x) = rch(Z-), 

Bol. Soc. Bras. Z~Iat., Vol. 26, 2v[ 2, 1995 



138  RICARDO SA EARP et  ERIC TOUBLa.NA 

o~. ch(.) est le cosinus hyperbolique. Nous savons que la r6volution du 

graphe de c,  (la cha~nette) par rapport  ~ l 'axe des x donne une eat6noide 

C~, nous appellerons 6galement c,  le graphe de la fonction c~. 

Nous allons montrer  que la chainette c~ se trouve toujours au-dessous 

du graphe de y, ,  c'est k dire : 

c (x) _ (7) 

pour tout  x r6el oh y~ est d~finie. Ceci montrera  que le graphe de yr con- 

verge vers l 'axe des y lorsque ~- tend vers 0 car nous avons lim~_~o c . ~ ( x )  = 

+oc pour tout  x diff@ent de 0. 

Pour cela rappelons le principe du maximum usuel dans la forme 

~noncSe par R.Schoen dans [13]: 

Soient M1 et M2 deux surfaces de classe C 2 de R 3. Soient N1 et N2 

des champs normaux unitaires sur M1 et M2 respectivement.  Supposons 

que M1 et M2 sont tangentes en un point p et que N1 (p) = N2 (p). Soient 

H1 et/-/2 les courbures moyennes de M1 et M2 calcul~es par rapport  

N1 et N2 respectivement.  Supposons enfin que H1 _> 0 e t / ] 2  = 0 dans 

un voisinage de p. Dans ces conditions il n 'est pas vrai que M1 _< M2 

(par rapport  h l 'orientation induite par les champs N1 et N2) prbs de p, 

moins que M1 = M2 pros de p. 

Montrons donc l'in~galit~ (7). Appelons FT le graphe de Yr. Re- 

marquons que P~ et la chainette c~ sont tangents  au point P = (0, ~-). 

En comparant  les courbures moyennes des surfaces de r4volution en- 

gendr~es (calcul6es par rapport  ?~ l 'orientation normale oppos~e h l 'axe 

de r6volution), le principe du maximum ~nonc6 ci-dessus montre  que 

dans un voisinage de P le graphe r r  ne peut  p a s s e  trouver au-dessous 

de c~. En effet, du fair que f est positive la courbure moyenne de M~ 

est positive. De plus prhs de P l e s  deux courbes ne peuvent pas avoir 

Une infinit~ d'intersections. En effet sinon en d@la~ant r~ k l 'aide des 

translations horizontales, nous obtiendrions un arc de r~ tangent  en 

un point k c~ et se t rouvant  au-dessous de c~ pros de ce point, ce qui 

comme prficgdemment contredit  le principe du maximum usuel. De ce 

fait dans un voisinage de P la seule intersection de F~ avec e~ est le 

point P et la courbe r~ se trouve au-dessus de c~. Enfin le m6me argu- 
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ment que nous venons d'utiliser montre que les courbes Fr et cr n'ont 

pas d'autres points en commun que P. Nous concluons donc que Fr se 

trouve toujours au-dessus de c.. 

R e m a r q u e  1 

a) La condition (1 < limt_~+o~(t - f( t2)))  imposde g r au thdor~me 1 

est en fair n~cessaire. En effet supposons qu'il existe une fonction y de 

classe C 2 d~finie sur un intervalle contenant  0 telle que la r6volution du 

graphe autour  de l 'axe des x donne une surface spdciale et v4rifiant : 

! 
y(o) = ~- ~t v (o) = o. 

En particulier pour z = 0, y vSrifie l '~quation suivante (voir lemme 1) : 

y"(0)  1 " 0  1 2 
2 2r f((~Y ~ ~ + ~rr ) ) = 0, 

c'est 5 dire 

en posant 

1 
- = t - - _ .  _.t(t2), 
T 

v ' ( o )  1 
t -  + - - .  

2 2T 

Comme la fonction ~ - f ( t  2) est s t r ictement  croissante (car f est 

elliptique) nous concluons que nous avons ndcessairement : 

1 
- < lira ( t - f  (t2)). 
T t - -++oo 

b)La preuve de la partie 2 du th6or$me 1 utilise le fait que f est 

lipschitzienne en O, cette hypoth~se est essentielle. Consid6rons en effet 

les fonctions : 

fa(t) = aV~, t > O, a E]O, 1[, 

elles sont toutes elliptiques avec f(O) = 0 mais ne sont pas lipschitziennes 

en O. On montre  facilement que les surfaces spSciales (relativement g 

f a )  donn~es par le th~or~me 1 sont comprises entre deux plans verticaux 

de ~3 parallSles au plan {x = 0}. Par  contre les surfaces sp6ciales 

correspondant g - f ~  ne sont pas comprises entre deux plans. 
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CoroUaire 1.1. ("Half-space theorem" pour les surfaces sp~ciales de 

t ype  minimal.) Soit f une fonction elliptique positive ( f  > 0), lips- 

chitzienne en 0 vdrifiant : 

f(O) = O, et lira (t - f(t2)) = +oo. 

Soit M une surface spdciale (i.e. satisfaisant H = f ( H  2 - K) o5 H 

est calculd par rapport ~ une orientation normale quelconque de M )  

complete connexe proprement immergde contenue dans un demi-espace 

de •3. Dans ces conditions M est un plan. 

D6monstration: La preuve est analogue au cas minimal, voir [7] ou 

[10], nous rempla~ons les catdno'/des par la famille de surfaces sp6ciales 

M~ donn~es par le th~or~me 1. 

Remarque 2 
On peut 6galement montrer la version suivante du "Strong half-space 

theorem" de D.Hoffman et W.Meeks [7] (qui provient lui-m~me d'un 

r~sultat de W.Meeks, L.Simon et S.Yau [9]). 

Soient M 1 et M2 des surfaces sp~ciales de type minimal proprement 

plong~es clans ]~3 et disjointes, oh ]'on suppose que la fonction f satisfait 

les m6mes hypotheses qu'au corollaire i.i. Appelons ~2 la composante 

connexe de R 3 - (MI U M2) bord~e par M 1 et M 2. Dans ces conditions, 

si les vecteurs courbure moyenne de M] et M 2 sont point,s vers ~t les 

surfaces M Iet M 2 sont forc~ment des plans parall~les. 

Pour montrer ceci nous remarquons d'abord que M1 U M 2 est une 

bonne barri~re pour r~soudre le probl~me de Plateau dans ~, puis comme 

dans [7] ~ ]'aide de cette barri~re nous construisons une surface minimale 

stable et complete dans ~t. Par ailleurs un r~sultat de M.Do Carmo et 

Peng [4] aussi bien que de D.Fisher-Colbrie et R.Schoen [6] atteste que 

la seule surface minimale stable et complete dans R 3 est le plan. I] sufl:it 

ensuite d'appliquer le "Half-space theorem" (corollaire i.I). 

Th~or~me 2. (Classification des surfaces sp~ciales de r~volution de 

type minimal.) a) Pour route fonction elliptique f ,  route surface spd- 

ciale complete de rdvoIution de type minimal est forcdment l'une des 
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surfaces M~ donndes par le thdor~me 1. 

b) Supposons de plus que f est positive, f >_ 0 et que limt_++~(t - 

f(t2)) = +oo. Toute surface spdciale de rdvolution de type minimal S 

non pIanaire est forcdrnent une pattie de l'une des surfaces completes 

M.~ donndes par le thdor~rne 1. 

Autrement dit supposons que 7 est une courbe plane de cIasse C 2 

telIe que la rdvolution de ~/ par rapport it l'axe des x donne une surface 

spdciale S. Si la surface S est complete S est forcdment l'une des sur- 

faces de rdvolution donndes par le th~or~me 1, et si S n'est pas complete 

la courbe ~/ est le graphe d'une fonction y qui pent ~tre prolong6e sur 

un intervalle rdel plus grand telle que son graphe devienne une courbe 

complete engendrant l'une des surfaces completes de rdvolution donndes 

par le thdor~rne 1. 

D ~ m o n s t r a t i o n :  Nous commencerons par montrer  l 'assertion b). Re- 

marquons que route courbe plane ~/, qui n'est  pas une partie d 'une droite 

verticale, poss~de une port ion de courbe qui est un graphe par rappor t  

g l 'axe des x. De plus g une symStrie pros et quit te  g considSrer une 

pat t ie  de ce graphe, on peut  supposer que ce graphe est s tr ictement 

positif. De cette manihre, quit te  g consid~rer une pat t ie  de 7, il n 'y a 

pas de restriction h supposer que ~ est le graphe d 'une fonction y de x 

str ictement positive de classe C 2, d6finie sur un intervalle ]a, b[ de • et 

satisfaisant l 'Squation (3). 

Tout d 'abord,  si la courbe 7 possbde un minimum la d~monstrat ion 

du th~or~me 1 montre que y peut  ~tre prolong6e de maniSre unique en 

une solution complete. Supposons maintenant  que cette si tuation ne se 
! 

produit  pas, la fonction y a donc un signe constant  sur ]a, b[ et sans 

restriction on peut  supposer y'(x) > 0 sur ]a, b[, l 'autre cas se trai terait  

de la m6me manihre. 

Remarquons  5galement que du f a r  que la courbure de Gauss de S 

est n~gative (voir Fintroduction) la courbure de 7 calcul~e par rapport  

au champ de vecteur normal dirig~ dans le sens des y croissants doit 
! 

6tre positive et nous avons donc y" > 0 sur ]a, b[ ainsi y et y sont des 

fonctions croissantes et positives sur ]a, b[. En f a r  la d6monstrat ion du 
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th6or6me 1 montre que #" > 0 et que y se prolonge au-del~ de b en 

une solution de (3) sur un intervalle ]a, xl[ avec b _< Xl _< +oo, telle 

que l i m x ~ x l  y = +oo. I1 reste done g prolonger y au-del~ de a, mais en 
/ 

utilisant le fair que y et y sont positives et que l i m t _ + + ~ ( t - f ( t 2 ) )  = +oo,  

la d6monstrat ion du th6or~me 1 montre que y peut 6tre prolong6e au- 

delg de a. Si au cours de ce processus on obtient un point x0 avee 

y'(x0) = 0 on d6duit que y est sym6trique par rapport  g x0 et le graphe 

de y sera done une courbe compl6te ce qui compl~terait la preuve. Si 

un tel x0 n'existe pas seulement deux situations peuvent se produire 

la fin de ee proeessus de prolongement : 

cas (1) : y est prolong6e jusqu'h - o o  et nous avons limx_~_~ y ( x )  = 

c>_0. 

cas (2) : y est prolong6e jusqu'k un point x0 _< a et nous avons 

limx~x0 y ( x )  = O. 

Montrons qu 'aueun de ees deux eas ne peuvent se produire. 

Dans le premier cas la courbure du graphe de y, qui est l 'une des 

courbures prineipales de la surface de r6volution S engendr6e par le 

graphe, poss~de n6cessairement 0 comme valeur d'adh6rence lorsque 

x tend vers -oc car le graphe de y est asymptote g une droite. En 

cons6quence, en utilisant le fair que f est une fonction elliptique, on 

peut montrer que l'autre eourbure prineipale de S, qui est 

1 

y(1 + y'2)1/2' 

a 6galement 0 comme valeur d'adh6rence, ce qui est absurde ear darts 

ee contexte y e t  y' sont des fonctions positives croissantes et sont de ce 

fair born6es pr6s de - o c .  

Pour trai ter  le deuxi~me cas, k une translat ion horizontale pr6s, on 

peut supposer que x0 est n6gatif, x0 < 0, et que 0 est dans le domaine 

de d6finition de y. Puis on consid6re la famille des chainettes centr6es 

sur la droite vertieale {x = 0}, c'est g dire les graphes des fonctions 

c~(x)  = zch(~). Rappelons que la r6volution du graphe de c~, que nous 

eontinuerons d'appeler e~ est une eat6noide. Soit x2, 0 < x2, dans le 

domaine de d6finition de y telle que - x 2  figure aussi dans le domaine 

de y. Nous avons lim~_~ 0 c~(x2) = +ec, il existe done un r6el 9- > 0 tel 
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que : 

y(0 )  > = y(x2) < 

Appelons L Farc de c~ bord4 par le point A = (x2, e~(x2)) et son 

sym4trique 23 

par rappor t  g l 'axe des y, c 'est g d i re /3  = ( -x2 ,  c~-(x2)). En considdrant 

la famille des translat4es horizontales de L, correspondant  aux vecteurs 

(t, 0), ~ < 0, nous aurons un dernier point de contact  p entre une trans- 

lat4e L' de L e t  le graphe de 9. Prbs de ce point p l 'arc L' sera au-dessus 

du graphe de y, en cons4quence la cat6noide C' engendr6e par L' sera 

au-dessus de S. Cet te  si tuation contredit  le principe du maximum usuel 

(voir la preuve de la pat t ie  (3) du thSor~me 1) car comme f e s t  positive, 

le vecteur courbure moyenne de S est dirig6 vers l 'ext&ieur de C'~ i.e. 

vers la composante  de iR a - C'  qui ne contient pas l 'axe de r~volution. 

Pour  montrer  l 'assertion a) consid&ons une surface sp4ciale M de 

type  minimal complSte de r6volution et appelons 7 la courbe qui l 'engen- 

dre. Remarquons  que comme la courbure de Gauss de M est n6gative 

(volt l ' introduction) -y est forc4ment une courbe complete qui est le 

graphe d 'une fonction convexe positive y d6finie sur iR ou une pat t ie  de 

IR. De plus au cours de la ddmonstrat ion de l 'assertion b) nous avons 

montr4 (voir la discussion du cas (1)) que, en supposant  seulement f 

elliptique, 3, ne pouvait  pas 6tre asympto te  g une droite horizontale. 

Nous d~duisons de ceci que y poss~de un minimum et, g une translation 

pros, nous pouvons supposer que ce minimum est au point x = 0 avec 

y(0) = r, r > 0 et donc y'(0) = 0. Nous concluons en remarquant  que 

le th~orSme 1 montre  qu'il n'existe qu 'une surface sp6ciale compl5te de 

r4volution passant par  le point (0, r)  avec une tangente horizontale. 

Remarque 3 
a) L'hypoth~se lim,_~+oo(t - f( t2))  = +oo de l 'assertion b) du th6orSme 

2 eat n6cessaire. Consid~rons en effet la cat~noYde C engendr6e par la 

cha~nette c(x) = ch(x). I1 est facile de montrer  que les surfaces parallbles 

ext6rieures de C, c'est ~ dire les surfaces obtenues en ddplagant chaque 

point p d 'une distance constante suffisamment pet i te  a > 0 selon la 
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direction normale ext6rieure, v6rifient : 

H + a K  = O, 

ou bien H = f ( H  2 - K) ,  avec 

- 1  + v/1 + 4a2t 
f ( t )  = 2a 

Nous concluons que f est elliptique et v6rifie f ( t )  > 0 pour t _> 0 et 

lim (t -- f ( t2) )  r +oc. 
t~§ 

De plus la courbure de Gauss Ka de la nouvelle surface est : 

~;(p) 
G ( P )  - 1 + K(p)a  2' 

oh K est la courbure de Gauss de C. Par  ailleurs la courbure de Gauss 

de C v6rifie - 1  <_ K(p)  < 0, oh K(p)  = - 1  seulement au minimum 

de la cha~nette (pour x = 0). En consid6rant la demi cat6noide C + = 

CN{(x ,  y, z) C R 3, x > 0} nous concluons que la d6formation parallSle de 

C + de distance 1 par rappor t  h la direction normale ext6rieure donnera 

une surface sp6ciale M ?~ bord avec un bout  de type  cat6no'/de. De plus 

la courbure de Gauss de M tend vers - o o  lorsque l 'on s 'approche du 

bord, on ne peut  done pas prolonger M en une surface complSte de 

classe C 2. 

b) L 'hypoth6se f positive de l 'assertion b) du th6or6me 2 est 6gale- 

ment n6eessaire. En effet la d6formation parall~le de distance 1 suivant 

la direction normale int6rieure de la cat6noide C de la remarque a) 

pr6c6dente donne un exemple oh le cas (2) plus haut  se produit .  

Le r6sultat suivant g6n6ralise la remarque 3. 

Th6or~me 3. Soit f une fonet ion elliptique satisfaisant : 

f(0) = 0, et lira (t - f( t2))  r +oc.  
t ~ + e o  

II existe des surfaces spdciales d bord M ,  de elasse C 2 sur M - OM et 

de elasse C 1 jusqu'au bord, telles que la courbure de Gauss de M tende 

vers - o c  lorsque l'on s'approche du bord. Ces surfaces ne peuvent done 

p a s s e  prolonger au-del& du bord pour obtenir des surfaces complktes de 

cIasse C 2 . 
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D 6 m o n s t r a t i o n :  

et 

! 

Soient Y0 > 0 et Y0 < 0 deux r6els v6rifiant " 

1 
- -  > lira (~-- f (k2))  
YO t--++oo 

1 
yo(1 + y02) 1/2 < t-~+~lim (~ - f@2)). 

L' in6gali t6 de droi te  et l 'elliptieit6 de f en t ra inen t  qu' i l  existe un  unique 
I I  I I I  

r6el Y0 > 0 vdrifiant F(yo, Y0, Y0) = 0. Ensu i te  comme au thdor6me 1 on 

peu t  mont re r  que l '6quat ion  diff6rentielle suivante  : 

I I I  I I 

F(y , y , y  ) = 0 ,  avec y ( O ) = y o ,  Y(O)=Yo,  

poss6de une solut ion unique d6finie sur un  intervalle de la forme I -  

x l ,  xl[ ,  x l  > 0. Ega lement  comme au th~or6me 1 on peu t  mont re r  que y 

peu t  6tre ind6finiment  &endue  au-delg de -x l .  Remarquons  m a i n t e n a n t  

que le graphe  de y n ' a  pas de point  avec une t angen te  hor izontale  pour  

z > 0, s inon en consid6rant  le premier  tel point  x2 nous aur ions  y' (z2) = 

0 et ainsi F(y(x2), O, y"(z2)) = 0. Nous obt iendr ions  donc : 

et ainsi nous aur ions 

lira F(y(x2), 0,7) > 0 

1 
y(x2-- ) < lira (t-- f(t2)) 

r 

ee qui est absurde  car comme y est n6gat i f  y est s t r i c tement  d6croissant  

et donc 1 1 

De plus comme les fonctions y e t  y'  sont s t r i c tement  d6croissantes 

etles a d m e t t e n t  une l imite en xl  que nous appel lerons respect ivement  
[ 

Yl et  Yl- Mont rons  que l 'on ne peu t  pas avoir Yl = O. En  supposan t  le 

eontraire  nous aurons  donc: 

oh 

lim .~2 (x )= - -oo ,  
a~---+X 1 

 2(x) - 
y(1 + y '2)1/2 
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est la courbure principale de la surface de r~volution M engendr~e par 

le graphe de y correspondant  h la direction orthogonale au graphe de y. 

En utilisant le fait que M est une surface sp5ciale nous avons : 

- A 2 -  A1 A2 f((A1 ),2 
2 2 2 )2), 

et comme de plus limx~xl ( 1 1  - -  1 2 )  ---- + ~ ,  car A1 _> 0, nous d~duisons : 

-- lim ( / ~ 2 ( x ) ) =  lim ( t - - f ( t 2 ) ) ,  
x -~ x I t -+ -- cx~ 

ce qui est absurde car la limite figurant 5 droite de la dernibre ~galit~ est 

par hypoth~se finie. Nous concluons donc que nous avons n~cessairement 

Yl ~ 0. Notons que les m~mes arguments montrent  que y ne peut  pas 

~tre 6tendue sur [0, + ~ [  avec limz_~+~ y ( x )  = c, c > O. Enfin comme au 

th~or~me 1 on peut  montrer  que si limx_~x 1 y" ~ +ee,  on peut  ~tendre 

y au-del~ de xl .  

Nous concluons de ce qui prSc~de que y ne peut  pas 6tre ind~finiment 

6tendue au-del5 de xl  et ainsi nous ne pouvons 6tendre y que jusqu 's  

un point x3, 0 < x3 < +oe, pour lequel nous aurons : 

I! 
lira y ( x ) =  +cx~. 

X--+X 3 

Comme par ailleurs y' est une fonction croissante (car y" est positive) 

et n~gative sur ]0, x3[ , nous concluons que la courbure A1 du graphe de y 

tend vers +oe  et ainsi la courbure de Gauss de M tend vers - e c  lorsque 

l 'on s 'approche du bord  de M (c'est 5 dire lorsque x tend vers x3). On 

ne peut  donc pas prolonger M e n  une surface complete de classe C 2. 

Les r6sultats prdc6dents montrent une grande analogie entre les sur- 

faces minimales et les surfaces spdciales de type minimal. Cependant 

l'exemple suivant montre qu'il existe des surfaces sp6ciales lisses comple- 

tes de type minimal qui contiennent des moreeaux de surfaces minimales 

et des morceaux de surfaces de courbure moyenne constante non nulle 
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(plus pr@cis@ment des morceaux de cat@noYde et de surface de Delaunay).  

Exemple 1 
La condition f elliptique est @quivalente g : 

1 
v t  > o, I f ' ( t )  1< 2 r  

Consid@rons deux rdets positifs t l  et f2, 0 < tl  < ~2 < +oo, et con- 

sid@rons une fonction h de classe C ~ sur R, paire et v&ifiant : 

V t c [ 0 ,  tl], h(~) = 0 ,  
1 

v t  E]~,t2[, o < h(t) < 
2x/{' 

V~ E It2, +oo[, h(0 = 0. 

Clairement une telle fonction existe. Appelons f la primitive de h 

v6rifiant f(0) = 0. Par  construction f est une fonction positive ellip- 

t ique et v~rifie : 

gt E [0, fl], f ( t )  = O, e t  V t  E It2, +oc[, f ( t )  = c > O, 

o/1 

c = h ( t ) d t ,  
1 

et ainsi limt-~+oo(t - f ( t 2 ) )  = +oo .  

Nous concluons g l 'aide du th@or~me 1 que pour tout  r > 0 il 

existe une surface sp@ciale complete  de r6volution My dont la courbe 

g@n@ratrice est le graphe d 'une fonction y~ de classe C ~ d@finie sur R 

(car f est de classe C ~ en 0, voir la pat t ie  2 du th@or~me 1) et v@rifiant: 

y(o) = r, y ' (o)  = o, y " ( x )  > o, Vx  ~ R.  

Nous concluons que si r e s t  proche de 0 la surface MT v@rifie dans 

un voisinage du point (0, r)  l'@galit@ H = c, et Mr  contient donc un 

morceau d 'une surface de Delaunay (engendr@e par une nodoYde). De 

re@me s i t  est assez grand f est constante et @gale g 0. En cons@quence 

hors d 'une pat t ie  compacte  la surface a//T v@rifie H = 0, et M~ contient 
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u n  m o r c e a u  d e  cat~no/de. 
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